
24 В. А. Крашанинин, А. А. Юрьев, Е. А. Юрьев

1УДК 538.9

© 2011 г. В. А. Крашанинин1, А. А. Юрьев, Е. А. Юрьев

РАСЧЕТ ИЗ ПЕРВЫХ ПРИНЦИПОВ ТЕРМОДИНАМИЧЕСКИХ 
СВОЙСТВ ЖИДКИХ ЩЕЛОЧНЫХ МЕТАЛЛОВ

Предложенный ранее оригинальный первопринципный псевдопотенциал, осно�
ванный на методе ортогонализованных плоских волн, в сочетании с вариациион�
ным подходом применется для расчета термодинамических свойств жидких метал�
лов. Численные результаты получены для чистых Li, Na, K и сплава Na–K. Теорети�
ческие результаты сравниваются с опытными и обсуждаются возможные причины
расхождения.

Ключевые слова: псевдопотенциал из первых принципов, жидкие щелочные ме�
таллы, вариационный метод, термодинамические свойства.

В последнее время основные успехи в описании конденсированного состояния веще�
ства на основе электронной теории связаны с двумя методами: функционала электрон�
ной плотности (ФЭП) и псевдопотенциала (ПП). В приближении ФЭП удается выразить
полную энергию основного состояния, используя систему самосогласованных уравне�
ний для электронной плотности. Приближение ПП позволяет корректно описывать со�
стояния электронов проводимости, считая, что волновые функции внутренних оболочек
ионных остовов в металле и в изолированном ионе совпадают (приближение заморожен�
ного остова). Использование псевдопотенциала вместо полного потенциала значительно
упрощает расчеты, при этом псевдоволновая функция валентных электронов разлагается
по выбранному базису и далее решается самосогласованная задача в одноэлектронном
приближении. 

Указанные подходы не используют никаких подгоночных параметров, и их можно
считать первопринципными. Они применяются для описания многих типов веществ и
их соединений в кристаллическом состоянии, при расчете поверхностных характери�
стик, свойств кластеров и сложных многоатомных молекул, а также неупорядоченных
систем (жидкие, аморфные металлы и др.) [1, 2]. Тем не менее таких работ применитель�
но к жидким металлам не так много и остается много нерешенных проблем, в том числе
не построено точной количественной теории для описания свойств и различных струк�
турных характеристик рассматриваемых систем из первых принципов. В случае приме�
нения указанных методов для изучения металлов удается корректно описать систему
электронов проводимости. При этом взаимодействие электронов с ионами задается с по�
мощью псевдопотенциала, а для вычисления межэлектронного взаимодействия с учетом
обменно�корреляционных эффектов используется формализм функционала электрон�
ной плотности. Подчеркнем, что выбор приближения для обменно�корреляционного
потенциала играет решающую роль. 

В большинстве работ в настоящее время используются так называемые нормосохра�
няющие псевдопотенциалы, обладающие хорошей переносимостью на различные си�
стемы [1, 3]. Применение их к кристаллическим телам требует использования того или
иного метода расчета зонной структуры, а для полного самосогласованного описания
структурно�неупорядоченного конденсированного состояния (жидкого, аморфного
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и т.д.) требуется использовать, например, метод квантовой молекулярной динамики.
Сложность этих подходов заключается в необходимости проведения очень трудоемких
компьютерных вычислений с использованием параллельных вычислений. 

Другой традиционный подход, который применяется в настоящей работе, основан на
использовании тории возмущений до второго порядка по псевдопотенциалу для реше�
ния уравнения Шредингера. Проведенные нами ранее расчеты показали [4], что ис�
пользование нормосохраняющего ПП [3] в рамках второго порядка теории возмущений
не приводит к разумным результатам. Более систематически лучшие результаты пока�
зывает первопринципный подход, предложенный в [5].

МЕТОДИКА РАСЧЕТА

В настоящей работе оригинальный первопринципный псевдопотенциальный под�
ход, развитый в [5], применяется для изучения термодинамических свойств жидких ще�
лочных металлов. Ранее этот метод использовался лишь для расчета свойств щелочных
металлов в кристаллическом состоянии и привел к хорошему описанию их энергии свя�
зи, объемного модуля упругости, равновесного атомного объема, стабильности кристал�
лических структур при 0 K. Он основан на ОПВ�методе [6], который для решения урав�
нения Шредингера позволяет применять теорию возмущений с точностью до второго
порядка по псевдопотенциалу и, в отличие от метода модельного псевдопотенциала, не
использует никаких подгоночных параметров. Использование теории возмущений до
второго порядка позволяет ввести эффективное парное межатомное взаимодействие и
далее применять подходы, развитые для жидкостей, которые позволяют вычислить
практически любые свойства. 

Псевдоволновое уравнение Шредингера для электронов проводимости имеет вид

 (1)

где  и  называют псевдогамильтонианом, действующим на электроны проводимо�
сти, и их псевдоволновыми функциями, соответственно, а W – псевдопотенциалом. От�
метим, что преобразование истинного уравнения Шредингера в псевдоволновое явля�
ется точным [7]. Там же показано, что собственные значения  псевдоволнового урав�
нения (1) точно совпадают с собственными значениями истинного уравнения
Шредингера Ei для электронов проводимости, но не для остовных электронов, что нас
не интересует, поскольку их собственные значения вычисляются отдельно. При этом
псевдоволновые функции  связаны с истинными волновыми функциями  соотно�
шением [8]

 (2)

где  есть плоская волна. Кроме того,

 (3)

Псевдопотенциал имеет вид 

 (4)

где V – истинный потенциал в системе; ε – энергия состояния электронов проводимо�
сти (соответствует εi); индекс n нумерует ионные остовы в системе, индекс tn – остовные

состояния n�го ионного остова; – энергии остовных состояний. Существует теоре�
ма о компенсации [9], которая показывает, что как псевдопотенциал, так и его матрич�
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ные элементы (в случае локального потенциала они являются аналогом псевдопотенци�
ала в обратном пространстве, обычно записываемым в виде W(q)) представляют собой
малые величины. Потенциал V действует на электроны проводимости и имеет вид

 (5)

Здесь N – число ионов в системе;  – неэкранированный потенциал ионного

остова сорта m в положении   есть вероятность занятия точки с координатой rn

ионом сорта m (0 или 1);  – экранирующий потенциал, создаваемый электронами
проводимости и вычисляемый с использованием истинной, в отличие от ранее исполь�
зуемых подходов, а не псевдоволновой плотности электронов проводимости [5]

 (6)

где A(k) – нормирующий множитель;  – истинные волновые функции электронов
проводимости.

Отличие применяемого здесь метода от подходa Харрисона [6] состоит в том, что при
использовании истинных волновых функций электронов проводимости не возникает
понятий эффективной валентности и ортогонализационной дырки, вычисление плот�
ности распределения заряда которой вызывает известные затруднения. Использование
истинных волновых функций электронов проводимости позволяет также корректно
учесть сдвиги энергий остовных электронов, обусловленные их взаимодействием с по�
тенциалом, создаваемым распределением заряда электронов проводимости:

 (7)

где  – атомный объем;  – структурный фактор;  – фурье�компоненты рас�

пределения плотности заряда рассматриваемых электронов;  – формфактор экра�
нирующего потенциала.

Полная энергия связи металла в рассматриваемом приближении имеет стандартный
вид

 (8)

Здесь  есть кинетическая энергия;  – потенциальная энергия, в которой

первое слагаемое представляет собой энергию электронов, не зависящую от структуры
системы, включает в себя нулевой и первый порядок теории возмущений, второе слага�
емое – так называемую энергию зонной структуры и третье – электростатическую энер�
гию. Выражения для этих вкладов приведены в работе [10] для чистых металлов, анало�
гичный вид они имеют и для бинарных систем. Только два последних вклада зависят от
структуры. Для кристаллического состояния достаточно просуммировать все вклады по
векторам обратной решетки, а для жидкого состояния необходимо провести усреднение
по всем возможным конфигурациям в структурно�зависящих вкладах. Это приводит к
появлению в электростатической энергии и энергии зонной структуры структурных
факторов, отражающих парные корреляции в расположении атомов. Здесь и далее все
выражения приводятся в расчете на один атом.
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Расчет термодинамических свойств проводили по стандартной схеме, используя тер�
модинамическую теорию возмущений с системой твердых сфер (ТС) в качестве системы
сравнения для однокомпонентных [11] и двухкомпонентных [12] систем.

В этом подходе свободная энергия Гельмгольца жидкого металла  удовлетворяет не�
равенству Гиббса–Боголюбова

 (9)

Здесь  – свободная энергия Гельмгольца системы сравнения;  – возмущение (угло�
вые скобки с нижним индексом означают усреднение по системе сравнения):

 (10)

где U – потенциальная энергия всей системы, а  – потенциальная энергия системы
сравнения, в качестве которой используется система ТС. Свободная энергия системы
твердых сфер есть

 (11)

где T – абсолютная температура; S – энтропия, а нижний индекс ТС указывает, что
структурный фактор и энтропия берутся для системы твердых сфер, для которых суще�
ствуют простые аналитические выражения [12–15]. Для системы твердых сфер потен�
циальная энергия точно равна нулю  Единственным свободным параметром в
этой модели является плотность упаковки твердых сфер, которая определяется из усло�
вия минимума свободной энергии F. Для двойной системы имеется два диаметра твер�
дых сфер и соответственно минимизацию следует проводить по двум параметрам. Та�
ким образом, мы минимизируем правую часть выражения (9), чтобы получить наилуч�
шую оценку сверху для свободной энергии, которая теперь записывается в виде

 (12)

Для энтропии системы твердых сфер было использовано следующее выражение [15]:

 (13)
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(  – масса иона i�го компонента, а ci – концентрация i�компонента);
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(η = η1 + η2, ηi = – парциальная плотность упаковки i�го компонента; σi –
диаметр ТС i�го компонента);

 (17)

где ρ = 1/Ω0.
Таким образом, имеется выражение для свободной энергии, которая зависит от тем�

пературы и плотности системы, и далее можно численно легко найти ее производные и
стандартным образом определить все термодинамические свойства.

Цель настоящей работы – исследование применимости рассматриваемого псевдопо�
тенциального подхода для описания термодинамики жидкого металлического состоя�
ния. Ранее расчеты в этом подходе проводились лишь для кристаллического состояния.
При этом удалось очень точно описать параметр кристаллической решетки, энергию
связи, объемный модуль упругости для простых металлов при . 

РЕЗУЛЬТАТЫ И ИХ ОБСУЖДЕНИЕ

В работе проведены расчеты равновесного атомного объема  (для которого свобод�

ная энергия минимальна), объемного модуля упругости теплоемкости при постоян�

ном объеме  теплоемкости при постоянном давлении  коэффициента теплового

расширения  а также температурной зависимости этих свойств для Li, Na и K в ин�

тервале от температуры плавления  до температуры, превышающей ее на 400 К.
Результаты расчетов для жидкого Na приведены на рис. 1. Экспериментальные дан�

ные взяты нами из [16–18]. Наиболее точные данные получены для атомного объема
(расхождение в пределах 3%), для остальных свойств согласие с опытом находится в
пределах 10–20%. Из графиков видно, что характер температурной зависимости также
описывается достаточно точно. Результаты расчетов для других щелочных металлов
имеют такую же точность.

Рассчитанные термодинамические свойства для трех жидких металлов при темпера�
туре плавления приведены в таблице. Экспериментальные данные взяты из [19–21]. От�
метим, что не удалось добиться хорошего согласия лишь для коэффициента теплового
расширения и модуля объемного сжатия для К. Возможная причина этого расхождения
заключается, по�видимому, в том, что размер иона К значительно больше, чем для Li и
Na, и отталкивательная ветвь парного межионного взаимодействия у них более крутая и
лучше описывается потенциалом твердых сфер. Улучшение результатов количествен�
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Таблица

Рассчитанные термодинамические свойства чистых жидких металлов вблизи температуры плавления 
(до черты – расчет, после черты – эксперимент)

Металл Тпл, К Ω, a.e. cP/kB αP, 10–4 K–1 BT, 109 Н/м2

Li 454 154.2/151.5 3.9/3.7 1.63/1.96 11.6/8.9

Na 371 286.9/277.7 4.5/3.8 2.03/2.49 6.5/5.4

K 337 576.6/528.8 4.4/3.9 1.22/2.80 4.2/2.6
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ных расчетов следует ожидать при использовании модели мягких сфер, более точно учи�
тывающей отталкивательную ветвь парного межатомного взаимодействия.

Отметим, что рассчитанные значения плотности упаковки из условия минимума сво�
бодной энергии при температуре плавления лежат в интервале 0.52–0.53. Эти величины
выше, чем те, которые обычно получаются в методе модельного псевдопотенциала
(около 0.45), и поэтому не приводят к точному описанию, как структуры, так и энтро�
пии жидкости. Возможно, это связано с использованием модели ТС в качестве системы
сравнения. В целом рассматриваемый в данной работе подход позволяет качественно
описывать термодинамические свойства жидких металлов и позволяет надеяться по�
строить в дальнейшем более точную количественную теорию, а также перейти к описа�
нию бинарных расплавов.
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Рис. 1. Зависимость атомного объема (а), теплоемкости при постоянном объеме (б) и постоянном давлении
(в), отношения теплоемкости при постоянном давлении к теплоемкости при постоянном объеме (г), коэф�
фициента объемного расширения (д) и объемного модуля упругости (е) от температуры для жидкого Na.
(� – теория, � – эксперимент).
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Нами сделана попытка применить рассматриваемый подход к описанию термодина�
мики расплава Na–K. На рис. 2 приведена рассчитанная энергия смешения для этой си�
стемы. Экспериментальные данные взяты из [21–23]. Видно, что получены неплохие
результаты в сравнении с опытными данными. Описание остальных свойств не так хо�
рошо согласуется с опытом и требует дальнейшего исследования.

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаментальных
исследований (грант № 11�03�01029�а), Министерства образования и науки (государ�
ственный контракт № 02.740.11.0641) и Российской программы научных школ (грант
№ 4319.2010.3). 
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