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НОВЫЙ СПОСОБ ПОЛУЧЕНИЯ ЭНЕРГИИ ГЕЛЬМГОЛЬЦА 
СИСТЕМЫ СРАВНЕНИЯ В МЕТОДЕ WCA

Предложенный нами ранее способ вывода выражения для расчета энтропии жид�
кости с известной парной корреляционной функцией применен к системе сравне�
ния в методе Уикса–Чандлера–Андерсена (WCA). В результате получено выражение
для энергии Гельмгольца, которое ранее в WCA�методе было выведено путем груп�
пового разложения относительно системы твердых сфер. Приводятся расчетные
формулы для энтропии и внутренней энергии системы, которые значительно упро�
щают вычислительную процедуру. 
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Метод Уикса–Чандлера–Андерсена (WCA) [1], как один из методов термодинамиче�
ской теории возмущений (ТТВ) [2], активно используется для изучения структурных и
термодинамических свойств широкого круга жидкостей [3–9]. Однако до сих пор в этом
приближении не было получено выражений для энтропии и внутренней энергии в явном
виде. Например, в работах [3, 4, 8] энтропия жидких металлов и их сплавов определялась
численно как частная производная энергии Гельмгольца по температуре при постоянном
объеме. В настоящей работе выведена формула для энтропии системы сравнения в WCA�
методе (S0 WCA) и показано, что она приводит к известному выражению для WCA�энергии
Гельмгольца системы сравнения. В первом разделе кратко представлен формализм WCA�
метода. В следующем разделе получено выражение для S0 WCA. В заключительной части
приведены все конечные формулы, необходимые для проведения численных расчетов.

WCA�ФОРМАЛИЗМ

Потенциальная энергия U и парный межатомный потенциал ϕ(r) записываются в ТТВ
как сумма двух вкладов [2]: 

(1)

(2)

где U0 и ϕ0(r) относятся к системе сравнения; U1 и ϕ1(r) являются возмущениями.
Энергия Гельмгольца F с точностью до первого порядка ТТВ выражается как [2]

(3)

где
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ρ – атомная плотность; g(r) – парная корреляционная функция. Здесь и далее все термо�
динамические функции записываются в расчете на один атом.

WCA�подход применяется к жидкостям с мягкой отталкивательной ветвью парного по�
тенциала [1]: 

(5)

где λ – положение первого минимума ϕ(r).
Основное приближение WCA�подхода связывает систему сравнения с модельной си�

стемой твердых сфер (HS) [1]:

(6)

Здесь y(r) есть перенормированная корреляционная функция:

(7)

где   – постоянная Больцмана; T – абсолютная температура. 
Из уравнений (6), (7) находим 

(8)

Из (8) путем группового разложения свободной энергии системы сравнения относи�
тельно свободной энергии HS�жидкости в [1] получено выражение для F0 WCA: 

(9)

где FHS = 3kBT/2 – TSHS; S – энтропия.

Из (9) и соотношения 

(10)

(E – внутренняя энергия), записанного для системы сравнения в методе WCA как 

(11)

можно легко получить энтропию системы сравнения:

(12)

Несмотря на очевидность данного выражения, мы не смогли найти его в имеющейся ли�
тературе. Более того, в работе [3] для WCA�энтропии дается сложное выражение, требую�
щее численного расчета частных производных от энергии Гельмгольца и от диаметра твер�
дой сферы σ по температуре, а в работах [4, 8] численное дифференцирование выполняет�
ся непосредственно по формуле

(13)
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Ниже мы даем альтернативный вывод выражения (12), используя предложенный нами
ранее общий подход [10] на основе стандартных термодинамических соотношений. Этот
вывод является и новым способом получения выражения (9).

ВЫВОД ВЫРАЖЕНИЯ ЭНТРОПИИ СИСТЕМЫ СРАВНЕНИЯ WCA

Энтропию в методе WCA можно представить следующим образом:

(14)

где  есть дополнительный вклад, возникающий ввиду различия между  и

 

Чтобы найти  мы используем процедуру, аналогичную той, которую использо�
вали в [10] для получения энтропии жидкости с потенциалом прямоугольной ямы. Исход�
ным является хорошо известное термодинамическое соотношение

(15)

которое переписывается следующим образом:
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Здесь
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Из уравнений (17) и (18), используя (8), получаем
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В результате имеем 

(21)

Из (21) и (14) приходим к выражению (12), а из (11) и (12) – к выражению (9).

ВЫРАЖЕНИЯ ДЛЯ ЧИСЛЕННЫХ РАСЧЕТОВ

Имея полное описание системы сравнения (выражения (9), (12), (17)), приведем ко�
нечные выражения для расчета в методе WCA термодинамических функций, выраженных
через независимые переменные T и ρ.

Из условия (8) и выражений (3), (4) энергию Гельмгольца в методе WCA можно запи�
сать как

(22)

Далее из (22) и (9), (10), (12), учитывая, что  получаем выражение для
внутренней энергии:

(23)

С учетом второго приближения метода WCA

(24)

выражения (22), (12) и (23) преобразуются соответственно к виду

(25)

(26)

(27)

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )( )

WCA WCA WCA B

WCA
WCA HS

B WCA HS

2
0 0 0

0

02 2
0

0

2
0

0

2
2

2 .

S r g r r r k
T

U
g r r r g r r r

T

k g r g r r r

λ

λ λ

σ

∞

πρΔ = ϕ + πρ ×

⎛ ⎞
⎜ ⎟× − = +
⎜ ⎟
⎝ ⎠

+ πρ −

∫

∫ ∫

∫

d

d d

d

( ) ( )

( ) ( ) ( )( )

WCA WCA WCA HS

WCA HS

F F r g r r r

g r g r r r

∞

σ

∞

⎛
⎜= + πρ ϕ +
⎜
⎝

⎞
⎟+ ϕ λ −
⎟
⎠

∫

∫

2
0 1

2
0

0

2

.

d

d

WCA WCAS S≡ 0 ,

( ) ( )

( ) ( ) ( )( )

B
WCA WCA WCA HS

WCA HS

k TE U r g r r r

g r g r r r

∞

σ

∞

⎛
⎜= + + πρ ϕ +
⎜
⎝

⎞
⎟+ ϕ λ −
⎟
⎠

∫

∫

2
0 1

2
0

0

3
2

2

.

d

d

( ) ( )( )WCA HS
2

0

0

0g r g r r r

∞

− =∫ d

( ) ( )WCA HS WCA HSF F r g r r r

∞

σ

= + πρ ϕ∫
2

12 ,d

WCA
WCA HS

U
S S

T
= +

0 ,

( ) ( )B
WCA WCA WCA HS

k TE U r g r r r

∞

σ

= + + πρ ϕ∫
2

0 1
3

2 .
2

d



7Новый способ получения энергии Гельмгольца 

Полученные в работе в явном виде выражения для энтропии (26) и внутренней энергии
(27) приводят к значительному упрощению расчета этих термодинамических функций в
рамках WCA�процедуры.

Работа поддержана Министерством науки и образования (государственный контракт
№ 02.740.11.0641), Российской программой научных школ (грант № 4319.2010.3) и РФФИ
(проект № 11�03�01029�а). 

СПИСОК ЛИТЕРАТУРЫ

1. We e k s  J . D . ,  C h a n d l e r  D . ,  A n d e r s e n  H . C . Role of repulsive forces in determining
the equilibrium structure of simple liquids. – J. Chem. Phys., 1971, 54, p. 5237–5247.

2. Z w a n z i g  W. High�temperature equation of state by a perturbation method. I. Nonpolar
gases. – J. Chem. Phys., 1954, 22, p. 1420–1426.

3. K u m a r a v a d i v e l  R . ,  E v a n s  R . Entropy and structure factors of simple liquid metals. –
J.Phys. C: Solid State Phys., 1976, 9, p. 3877–3889.

4. B r a t k o v s k y  A . M . ,  Va k s  V. G . ,  Tr e f i l o v  A . V. On the accuracy of the liquid theory
approximate methods for the description of liquid metal thermodynamics. – J. Phys. F: Metal Phys.,
1983, 13, p. 2517–2542.

5. K a h l  G . ,  H a f n e r  J. A blip�function calculation of the structure of liquid binary alloys. –
J. Phys. F: Metal Phys., 1985, 15, p. 1627–1638.

6. Regnaut C. Analysis of the liquid structure of 3d transition metals from the Wills–Harrison
model. – Z. Phys. B, 1989, 76, p. 179–184.

7. S a u m o n  D . ,  C h a b r i e r  G . ,  We i s  J . J . Application of hard sphere perturbation theo�
ry to a high�temperature binary mixture. – J. Chem. Phys., 1989, 90, p. 7395–7402.

8. D u b i n i n  N . E . ,  Y u r y e v  A . A . ,  Va t o l i n  N . A . Thermodynamics of alkali�alkali liq�
uid alloys. Calculation by pseudopotential method and thermodynamic perturbation theory. – Ther�
mochim. Acta, 1998, 316, p. 123–129. 

9. B e n  A m o t z  D . ,  S t e l l  G . Analitical implementation and critical tests of fluid thermody�
namic perturbation theory. – J. Chem. Phys., 2003, 119, p. 10777–10788. 

10. D u b i n i n  N . E . ,  Y u r y e v  A . A . ,  Va t o l i n  N . A . Gibbs–Bogoliubov variational pro�
cedure with the square�well reference system. – J. Non�Equilibrium Thermodynamics, 2010, 35,
p. 289–300.

Учреждение Российской Поступила в редакцию
академии наук 24 января 2011 г.
Институт металлургии 
УрО РАН 
Екатеринбург



<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /None
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Gray Gamma 2.2)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (ISO Coated v2 300% \050ECI\051)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Warning
  /CompatibilityLevel 1.3
  /CompressObjects /Off
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Perceptual
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.1000
  /ColorConversionStrategy /sRGB
  /DoThumbnails true
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams true
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts false
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages true
  /ColorImageMinResolution 149
  /ColorImageMinResolutionPolicy /Warning
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 150
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.40
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages true
  /GrayImageMinResolution 149
  /GrayImageMinResolutionPolicy /Warning
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 150
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.40
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages true
  /MonoImageMinResolution 599
  /MonoImageMinResolutionPolicy /Warning
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 600
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile (None)
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /CreateJDFFile false
  /Description <<

    /BGR <>
    /CHS <FEFF4f7f75288fd94e9b8bbe5b9a521b5efa7684002000410064006f006200650020005000440046002065876863900275284e8e9ad88d2891cf76845370524d53705237300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c676562535f00521b5efa768400200050004400460020658768633002>
    /CHT <FEFF4f7f752890194e9b8a2d7f6e5efa7acb7684002000410064006f006200650020005000440046002065874ef69069752865bc9ad854c18cea76845370524d5370523786557406300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c4f86958b555f5df25efa7acb76840020005000440046002065874ef63002>
    /CZE <>
    /DAN <>
    /ESP <>
    /ETI <>
    /FRA <>
    /GRE <>

    /HRV (Za stvaranje Adobe PDF dokumenata najpogodnijih za visokokvalitetni ispis prije tiskanja koristite ove postavke.  Stvoreni PDF dokumenti mogu se otvoriti Acrobat i Adobe Reader 5.0 i kasnijim verzijama.)
    /HUN <>
    /ITA <>
    /JPN <FEFF9ad854c18cea306a30d730ea30d730ec30b951fa529b7528002000410064006f0062006500200050004400460020658766f8306e4f5c6210306b4f7f75283057307e305930023053306e8a2d5b9a30674f5c62103055308c305f0020005000440046002030d530a130a430eb306f3001004100630072006f0062006100740020304a30883073002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee5964d3067958b304f30533068304c3067304d307e305930023053306e8a2d5b9a306b306f30d530a930f330c8306e57cb30818fbc307f304c5fc59808306730593002>
    /KOR <FEFFc7740020c124c815c7440020c0acc6a9d558c5ec0020ace0d488c9c80020c2dcd5d80020c778c1c4c5d00020ac00c7a50020c801d569d55c002000410064006f0062006500200050004400460020bb38c11cb97c0020c791c131d569b2c8b2e4002e0020c774b807ac8c0020c791c131b41c00200050004400460020bb38c11cb2940020004100630072006f0062006100740020bc0f002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e00300020c774c0c1c5d0c11c0020c5f40020c2180020c788c2b5b2c8b2e4002e>
    /LTH <>
    /LVI <>
    /NLD (Gebruik deze instellingen om Adobe PDF-documenten te maken die zijn geoptimaliseerd voor prepress-afdrukken van hoge kwaliteit. De gemaakte PDF-documenten kunnen worden geopend met Acrobat en Adobe Reader 5.0 en hoger.)
    /NOR <>
    /POL <>
    /PTB <>
    /RUM <>
    /RUS <>
    /SKY <>
    /SLV <>
    /SUO <>
    /SVE <>
    /TUR <>
    /UKR <>
    /ENU (Use these settings to create Adobe PDF documents best suited for high-quality prepress printing.  Created PDF documents can be opened with Acrobat and Adobe Reader 5.0 and later.)
    /DEU <>
  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /ConvertColors /ConvertToCMYK
      /DestinationProfileName ()
      /DestinationProfileSelector /DocumentCMYK
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /PresetSelector /MediumResolution
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure false
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles false
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /DocumentCMYK
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /UseDocumentProfile
      /UseDocumentBleed false
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [595.276 841.890]
>> setpagedevice


